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Ableitung der Cassinoide aus dem Sehnilte eines Rotations-
kirpers.

(Durch eine Annahme gefunden.)

Yon Alois Seidl,

Assistent der Bauwissenschaften am k. k. polytechnischen Institute in Wien.

Die Cassinoide ist eine krumme Linie vierter Ordnung, und fiithrt,
wie bekannt, den Namen ihres Griinders.

Das Gesetz dieser Curve ist ehen-
falls hekannt, niamlich » : v = «?,
d.h. die Abstinde (radien-vectoren,
Leitstrahlen) der Curvenpunkte von
2 Fixpunkten geben cin constantes
Produect. Fiir die Leitstralilen der
Curve findetaber auch die Gleichung

und (v4-06)2t22=02

Statt, wir haben somit als allgemeine Gleichung der Curve
f(e—b)r 2] - f (o4 0423 =

welehe nach gehiriger Auflisung und Ordnung iibergeht in

(wr—b)2 42 (24 02) 4 22 =t

Dies ist das Nithige, was wir uns ins Gediichtniss zuriickrufen
mussten um unsere eigentliehe Ableitung, mit der wir jetzt beginnen
wollen, geltend zu machen.

Ist die Entfernung des Mittelpunktes € Fig. 2 eines Kreises von
der Axe Z 7' gleich ¢, so ist fiir diesen Fall die Gleichung des Kreises

(5—0)2""‘ 2% =12
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denkt man sich diesen Kreis nun auch aus der Ebene der X Z lieraus-

Fic. 2. hewegt in irgend einer Lage X' Z Fig. 3 oder

Z mit andern Worten gesagt, den Kreis um die

Axe Z Z' rotirend, so erhiilt man noch die
Gleichung

E=ar+4y?,
d. h. die Bedingung fiir irgend einen Punkt
des Kreises auch noeh auf ein zweites Axen-

system bezogen, welches senkrecht steht auf
dem ersteren: hildet man aus diesen
beiden  Gleichungen  dureh  Weg-
schaffung des & eine cinzige

X (V.fvﬂ—i—y?—c)? 2% =19%,

so hat man die Gleichung eines Korpers
von welehem sich wohl Jedermann sehr
leicht eine Vorstelling macht. Dieser
Kérper nun ist es, welcher eine Cassi-
noide als Schnittecurve enthilt, sobald
der Schuitt parallel zur Rotationsaxe
Z 7' gefiihrt wird, und zwar in cinem
Abstande ¢ = r.

Die letzt aufgestellte Behauptung (die eigentliche Basis der
ganzen Entwickelung) zu beweisen, erfordert blos eine weitere
Volleudung der Ableitung, d. h. die Andering der Gleichung des
Kirpers in jene des Korpersehnittes fiir die Bedingung e =7; dies
gesehieht aber ganz einfach dadurch, dass man in der Gleichung fiir
den Korper allsogleich # statt y setzt, was naeh gehiriger Reduetion
und Ocdnung eine Gleichung

(vr—c)r 4 222 (a4 ) 2t =4 ¢2p?
gibt, als letztes Resultat unserer Ableitung, d. 1. als wirklich endgiltige
Gleichung des uach den ausgesprochenen Bedingungen gefithrten
Korperschnittes.

Vergleichen wir dieses letzte Resultat mit der Gleichung fiir die
Cassinovide, so finden wir ein und dasselbe Gesetz ausgesprochen, und
wennt wir zur noch grosseren Vollkommenheit  die Beziehungen
zwischen & und ¢ untersuchen, so zeigt sich uns auch noch zur
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grossten Uherraschung, dass diese beidea Grissen ihrem Werthe
nach ganz gleiche und constante sind; denn denkt man sich 6 nnd ¢
durel fand A (d. i die Hohe und halbe Weite der Cassinoide analog
bezeichnet mit der des Korperschnittes) ausgedriickt, so bekommt
man Werthe

B —

9

~

S
I

und
) h* — [

9

~

¢

woraus natiirlich hervargeht, dass 6 = ¢ ist; ist aber dies der Fall,
so ist die Gleichung des Korperschnittes selbst einerlei zu nennen
mit der Gleichung der Cassinoide.

Nun ergeben sich aber in Folge der hewiesenen Behauptung
noch cinige sehr interessante Folgerungen, von denen wir nur die
wichtigsten hervorheben wollen.

Wir haben aus dem Yorhergehenden gesehen, dass = ¢ ist, und
dies sagt uns, dass wir in dem llulbmesser der Korperaxe auch
zugleich die Entfernung der Brennpunkte vom Mittelpunkte der Schnitt-
eurve liabens ferner hewirkt die Gleichung des Korpersehnittes (nun
als Cassinoiden-Gleichung) im Vergleiche zur urspriinglichen Gleichung
der Cassinoide den richtigen Schluss

at=4ctrt
oder besser v. v =2¢rp,

d. . das constante Product der Leitstrahlen der Schnittcurve ist
gleich dem doppelten Producte aus dem IHalbmesser der Korperaxe
mit dem Querschnitts-lHalbmesser.

laben wir den Kirper. so finden wir den Cassinoidenschnitt
dureh hichst einfache Constructionen, welehe heliehig, entweder cine
rein geometrische oder Projecirungs-Construetion sein kann: sind
im Gegentheil gegeben die Brennpunkte der Curve und das constante
Produet der Leitstrahlen, oder die Hihe und Weite derselhen in den
Axen, so haben wir im ersten Falle den lallmesser der Korperaxe
unmittelbar und erhalten den des Korperquerscehnittes durch eine
e + f'\'.

9

kleine Rechnuug aus » = , somit den Korper und mit diesem

den Cassinoidenschnitt selhst wieder durch obige Constructionen; im
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zweiten Falle bekommen wir den Halbmesser der Korperaxe und des
Korperschnittes ebenfalls dureh eine sehr kurze Rechnung aus

RP—p
c? __,

2

~

cﬁ+f2

und
P =

21c
und den Cassinoidenschnitt selbst, wie frither dureh Construetion.

Da sich der Schnittkorper dureh die Vergrisserung oder Ver-
kleinerung des ¢ bei constantem Werthe des 7 in seiner Form bis zur
Kugel dndern kann, und jede solehe verinderte Form einen Schnitt
besitzt, dessen Grenzeurve eine Cassinoide ist; so geht daraus hervor,
dass es selr versehiedene Cassinoiden - Formen gebeu muss; Haupt-
formen aber gibt es nur fiinf, und wir wollen diese der Reilie nach folgen
lassen. Denkt man sich einen solechenKorper, heiwelchen e > 27 isi, so
entsteht dureh den Cassinoidenschnitt, der stets in einer Entfernung
e=r (Fig. 3) gefilrt wird, dic sogenannte ecassinische Hyperbel
(Fig. 4) als Hauptgrenzform fiir die Vergrisserung von c: fir die
Vergrisserung von ¢ gibt es keine andere Form mehr. Fir =27
erhiillt man dureh den Cassinoidensehnitt die Lemniskate oder Sehleissen-
linie (Fig. 5), fir ¢ <2 die eingezogene -eassinische Ellipse

Fig. 4
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(Fig. 6), fir c=1r die mbglichst flache gewihnliche eassinische
Ellipse (Fig. 7) und fir ¢ < » dic gewolnliche cassinische Ellipse
(Fig. 8) als Nauptgrenzform fiir die Verkleinerung von c.

Nach den gemachten Erfahrungen kann man nun die Cassinoide
mit vollem Rechte in die Reihe der Kirperschnittslinien stellen, und
es wiire nurr noch zu wiinschen iibrig, dass dieselbe als solche in den
Werken der Mathematik wenigstens mit derselben Ausfiihrlichkeit
behandelt wiirde, wie die iibrigen Kirperschnittslinien, indem sie ja
das bedeutungsvolle Zeugniss gibt, auch als Curve hoherer als der
zweiten Orduung (d. i. selbst als Curve der vierten Ordnung) Korper-
schniftslinie zu sein.

Zum Schlusse sei nur noch erwiihnt, dass fiir die Praxis die
Handhabung dieser Curve nun gewiss nicht unbedentend erleichitert
ist, da die Construetionen in Bezichung auf Einfachheit und Sicher-
lieit jetzt denen fiir die Ellipse fast gleich kommen.




